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RESUMO

Este trabalho é um estudo sobre o método de inversao da forma de onda completa, do
inglés “Full Waveform Inversion”(FWI) que serda a denominagao adotada durante esta
dissertagao, por ser a mais utilizada na literatura. O método FWI foi aplicado utilizando
dados sintéticos de reflexao para o meio actustico. O FWI foi estudado com o objetivo de
obter a melhor estimativa do modelo de velocidade da onda P. A metodologia de inversao
foi desenvolvida através do programa IFOS2D, que realizou busca local através do método
L-BFGS que calcula a aproximacao da matriz Hessiana a fim de estimar os parametros
fisicos do meio. Foram realizados testes com parametros da inversao como a escolha da
aproximacao inicial a fim de avaliar a convergéncia do método, e a parametrizacao do
dado observado através da filtragem de frequéncias e janelamento de afastamentos a fim
de melhorar a precisao e acuracia do método. Os resultados mostraram que o sucesso do
método ¢é fortemente dependente da escolha do modelo inicial e da escolha das bandas de
frequéncias e intervalos de afastamentos para o janelamento do dado durante o processo
de inversao. Também foram realizados testes com a adigao de ruido ao dado sintético a fim
de avaliar a estabilidade do método, o que mostrou a necessidade do pré-processamento
para aumentar a razao sinal-ruido. O modelo de densidade e a “wavelet”fonte sao tidos
como conhecidos em todos os experimentos. Concluindo, os resultados apresentados na
dissertacao mostram que o FWI é aplicavel para a melhoria do modelo de velocidade da
onda P desde que se tenha disponivel informagoes a priori para suprimir as dificuldade

do método, em especial a reconstrucao das partes mais profundas do modelo.

Palavras-chaves: Inversdao. FWI. Modelo de velocidade.



ABSTRACT

This work is a study of the full waveform inversion method (FWTI), which will be the de-
nomination adopted during this dissertation because it is the most used in the literature.
The method was applied using synthetics for the acoustic medium. The inversion metho-
dology was developed through the IFOS2D program, which performs local search using
the L-BFGS method that calculates the approximation of the Hessian matrix in order
to estimate the physical parameters of the medium. The FWI was studied in order to
obtain the best estimate of the P wave velocity model. We performed tests with inversion
parameters such as the choice of the initial approximation in order to evaluate the con-
vergence of the method and the parameterization of the observed data through filtering
of frequencies and windowing of spacings in order to improve the accuracy of the method.
The results showed that the success of the method is strongly dependent on the choice
of the initial model and the choice of the frequencies and offsets intervals for windowing
the data during the inversion process. We also performed tests with the addition of noise
to the synthetic data in order to evaluate the stability of the method, which showed the
need for pre-processing to increase the signal-to-noise ratio. The density model and the
source wavelet are as known in all experiments. In conclusion, the results presented in
dissertation show that the FWI is applicable for the improvement of the velocity model
of the P wave provided information is available a priori to suppress the difficulty method

to reconstruct the deeper parts of the model.

Keywords: inversion. FWI. velocity model.
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1 INTRODUCAO

A industria de 6leo e gas desenvolve continuamente ferramentas para obter informagoes
sobre os reservatorios em subsuperficie de forma indireta a fim de evitar a perfuragao de
pocos e baratear o custo da exploragao. Nesse contexto, a inversao sismica é um método
indireto amplamente utilizado. A caracterizacao de reservatorios através da inversao sis-
mica tem como objetivo gerar um modelo de parametros fisico a partir dos dados sismicos
observados. Varios métodos de inversao foram desenvolvidos, dentre os quais, a inver-
sao da forma da onda completa (FWI) é eficiente pra calcular modelos multiparametros
(velocidade da onda p, velocidade da onda s, densidade) (Przebindowska, 2013).

O método de inversao da forma da onda completa (FWI) ¢ uma técnica de imagea-
mento de alta resolucao que trabalha utilizando todo o contetido contido nos sismogramas
observados (fase e amplitude) para obter os parametros fisicos de interesse. Esses para-
metros sao calculados pelo método adjunto com o objetivo de fornecer o menor valor de
desajuste entre os dados observados e modelados. A caracteristica diferencial do método
FWI é a capacidade de vizualizar estruturas na subsuperficie menores que o comprimento
de onda.

Efeitos elasticos, atenuagao, ruido presente nos dados e uma assinatura de fonte des-
conhecida sao fatores que reduzem o desempenho do algoritmo de inversao. Para eliminar
esses problemas, é necessario pré-processar os dados, estimar um modelo inicial preciso e
definir a “wavelet”da fonte. Também sao utilizados métodos de pré-condicionamentos e a
inclusao de informagoes a priori sobre os parametros do modelo para garantir a conver-
géncia do algoritmo e eliminar efeitos indesejados.

Em 1984, A. Tarantola propos a teoria da inversao da forma de onda completa acts-
tico no dominio do tempo, seguido da aproximacao elastica e para o caso viscoelastico
(Tarantola, 1984; Tarantola, 1986; Mora, 1987; Tarantola, 1988).

No inicio dos anos 90, Pratt (1990) e Pratt and Worthington (1990) propos o método
no dominio da frequéncia. O FWI elastico é mais complexo que a abordagem actstica, pois
é necessario otimizar simultaneamente trés parametros elasticos acoplados (velocidade da
onda P, velocidade da onda S e densidade), o que requer maior poder computacional.

Existem diversas aplicagbes da FWI para escala de petrdleo e para a sismologia (Viri-
eux and Operto, 2009), mas o interesse pela escala rasa surgiu recentemente, Romdhane
et al. (2011) apresenta um algoritmo de FWI 2D no dominio da frequéncia para avaliar
uma situagao topografia complexa através de dados sintéticos. Os trabalhos Kéhn (2011),
Kurzmann (2012) e Przebindowska (2013) mostram de forma aprofundada a abordagem
multiescala através da filtragem de frequéncias para reduzir a nao-linearidade do pro-
blema inverso. Shah et al. (2012) mostra a aplicacdo do FWI em um conjunto de dados

de campo 3D com significativa anisotropia de velocidade.



O trabalho Spadini and Diogo (2018) utiliza busca global para avaliar a sensibilidade
da funcao objetivo para cada parametro do modelo em diferentes janelas de afastamentos
em relagao a fonte. Koehene (2018) apresenta a implementagao multiescala utilizando o
método de inversao L-BFGS para minimizar a fun¢ao objeto.

O objetivo desta dissertacao é fazer um estudo sobre o método FWI executando a
inversao em dados sintéticos para avaliar, inicialmente, a dependéncia da convergéncia do
método FWI com a escolha do modelo inicial, seguido do estudo da abordagem multi-
escala através de testes de regularizacoes no dado através da filtragem de frequéncias e
janelamento de afastamentos para obter o modelo de velocidade da onda P. Além disso, é
feita a anélise da estabilidade do método através da inversao do dado sintético com adi¢ao
de ruido.

Esta dissertacao esta dividida em quatro capitulos e dois anexos. No capitulo 2 é
apresentada a teoria da inversao de problemas nao-lineares para otimizacao local. Em
seguida, é apresentada a teoria do algoritmo de inversao da forma de onda completa
no dominio do tempo com abordagem adjunta e aproximacao acustica. O capitulo é
finalizado com a descri¢ao das exigéncias de aplicacao do método.

No capitulo 3 é apresentada aplicacao do método utilizando dados sintéticos. Foram
realizados testes para avaliar a dependéncia da convergéncia do método com a escolha
do modelo inicial. Também sao realizados testes para avaliar a estratégia de inversao
multiescala no dado observado,ou seja, todos os experimentos realizados neste trabalho
foram feitos usando o pacote de programas IFOS2D disponibilizado através do site https:
//git.scc.kit.edu/GPIAG-Software/IF0S2D da universidade de Karlsruhe, Alemanha,
sob coordenagao do Prof. Thomas Bohlen. A estratégia é avaliada através da filtragem
de frequéncias e janelamento de afastamentos. O capitulo é finalizado com a comparacao
do resultado de inversao para diferentes valores de ruido aleatério no dado observado.

No capitulo 4 sao apresentadas as conclusdes. O anexo A apresenta a solucao da
equacao de onda actstica 3D e 2D segundo a implementacao de camadas perfeitamente
combinadas (PML) e o anexo B apresenta os métodos de otimizagao: gradiente conjugado,

método de Newton e quasi-Newton.



2 TEORIA DO FWI E IMPLEMENTACAO

Os dados de fundo oceénico sao especialmente adequados para o FWI, pois costumam
apresentar informagoes de longos afastamentos associados as baixas freqiiéncias e uma
gama completa de azimutes. Além disso, apos a aplicacao da reciprocidade fonte-receptor,
o nimero total de fontes efetivas nao é maior e, portanto, esses conjuntos de dados podem
ser invertidos com relativa eficiéncia usando algoritmos para os quais o custo total é
dimensionado com o ntimero de fontes efetivas.

A figura 2.1 mostra cortes horizontais em profundidade através de dois modelos de
velocidade isotropica sobre o campo de Vahall no Mar do Norte. Os dados usados para
gerar os modelos de velocidade foram adquiridos usando uma matriz de cerca de 2400
sensores de pressao no fundo do oceano registrando cerca de 100.000 tiros de ar compri-
mido. Apos as aplicagoes de reciprocidade, isso representa apenas 2.400 fontes de pressao
efetiva.

Na figura 2.1, os painéis superiores mostram o modelo de velocidade obtido a partir
modelo de velocidade convencional, enquanto que os painéis inferiores mostram os mesmo
cortes gerados pelo FWI. Os cortes da esquerda correspondem & parte rasa na secao,
proximas ao fundo do mar. Os cortes do lado direito correspondem as profundidades
intermediarias de cerca de um quilémetro, onde interceptam uma regiao de gas que cobre
o reservatorio de petroleo mais profundo. A melhoria na resolugao espacial obtida pelo
FWI é intensamente aparente.

A figura 2.2 mostra os resultados do uso desses dois modelos de velocidade para migrar
em profundidade os dados de reflexao de Vahall. A imagem migrada a partir do modelo
do FWI é claramente superior em todas as profundidades, pois mostra mais clareza no

deliamento de estruturas, o que é necssario para migrar os dados corretamente.



conventional conventional

Figura 2.1: Cortes horizontais através do modelo de velocidade de Vahall. Painéis supe-
riores: métodos convencional. Painéis inferiores: FWI. Warner (2012)



Figura 2.2: Cortes verticais do volume PSDM sobre Vahall, (a) migrado utilizando um
modelo de velocidade obtido convencionalmente, (b) utilizando um modelo de velocidade
obtido a partir do FWI. As sec¢oes tem cerca de 13 km de comprimento por 4500 m de
profundidade. Warner (2012)



2.1 TEORIA DA INVERSAO SISMICA

A inversao sismica tem por objetivo encontrar um grupo de parametros fisicos m
do modelo capazes de descrever a subsuperficie da Terra a partir de dados sismicos d.
Esse problema é complicado, pois as ondas sismicas injetadas na Terra se relacionam de
forma nao-linear com os parametros desconhecidos do meio. Esse problema é descrito

pela expressao do problema direto nao-linear:

d = f(m), (2.1)

onde f é o operador que descreve a relagao fisico-matematica entre o campo e os parame-
tros do modelo. Na inversao classica, esse problema seria facilmente resolvido calculando
o operador f~! para obter m através da relagaio m = f~!(d), entretanto a alta nao-
linearidade do problema sismico impede a resolucao analitica do problema. A situagao
mais simples do problema (2.1) corresponde & aproximagcdo acustica monoparamétrica,
que corresponde ao caso abordado nesta dissertacao, em que m corresponde a velocidade
da onda P.

Na sismica de exploragao, os receptores posicionados na superficie da Terra registram o
campo d ao longo do tempo, o que resulta nos sismogramas, ou dado observado d,,s. Além
disso, existe a aproximacao inicial mgy que corresponde a informacao a priori sobre geologia
do local. Nesta dissertagao mg corresponde a uma aproximacgao do modelo verdadeiro m,
pois s6 foram realizados testes sintéticos. Assim, é construida a formulacao de minimos
quadrados da FWI, que consiste em calcular o melhor modelo m a partir da aproximagao
inicial my em iteracoes sucessivas para minimizar a funcao objeto, ou funcao desajuste.

O desajuste de dados é definido como a diferenca entre os dados modelados e os dados
observados

od = dmod - dobs - f(m) - dobs: (22)

onde dd ¢é o vetor desajuste de dimensdao N, e m é o vetor modelo de dimensao M. A
fim de ajustar os dados modelados aos dados oservados, é comum utilizar como critério a
minimizacao da fungao objeto descrita pela norma L2 do erro entre os dados modelados

e observados.

N
E(m) = %6dT5d = % > od: (2.3)
=1

onde E(m) é a fungao objeto (também chamada de fun¢ao desajuste), e o sobrescrito
T denota a transposicao da matriz. O somatoério é realizado sobre o niimero de pares
fonte-receptor e o nimero de amostras de tempo. A funcao objeto mede a correspondéncia
entre os dados observados e calculados quando um parametro do modelo é alterado. Dessa

forma, o principal objetivo do FWI é encontrar o minimo da func¢ao objeto a partir de



um modelo inicial, como é mostrado na Figura 2.3.

Modelo
inicial

Minimo local

Mijnimo global
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 2.3: Representacao da fungao objeto.

A presenca de minimos locais é um problema associado a alta nao-linearidade do
problema inversao. O modelo de aproximacao inicial necessita estar proximo o suficiente
do minimo global para evitar que o modelo inverso fique preso no minimo local e gere
solugoes incorretas de pardmetros do modelo. Dessa forma, O FWI pode ser tratado como
um problema de otimizacao local iterativo através da teoria da perturbacao e aproximacao
de Born (Virieux and Operto, 2009). O método da perturbacao se baseia na idéia de que
uma perturbagao linear no espago do modelo causa uma perturbagao linear no espago dos
dados. Assim, a abordagem de Born procura o melhor modelo de ajuste m na vizinhanca

do modelo inicial m tal que:

m =mg + im, (2.4)

onde dm ¢ a perturbac¢ao do modelo inicial. Significa que m ¢ a perturbagao de um meio de
referéncia my. Uma deducgao detalhada por teoria da perturbagao, a luz da aproximacao
de Born, para FWI actustica, pode ser encontrada em Yang et al. (2015).

A formulagao de Tarantola (1984) diz que a perturbagao dos parametros do modelo
dm deve ser fixado na fungao objeto (2.3) através da aproximagao de F(mg + dm) em
torno de E(my) utilizando a expansao de primeira ordem da série Taylor:

E(my+ ém) = F(m) = E(my) + %ém + J(m?). (2.5)

Os residuos de ordens superiores, ¥(m?), sdo negligenciados.

Para encontrar o minimo da fungao objeto E(m) como mostrado na Figura 2.3, a
derivada da Equagao (2.5) em relagdo aos parametros do modelo deve ser igual a zero, de

modo que

OE(m) O0FE(my) N 0?E(my)
Om  Om Om?

O que leva ao modelo de perturbacao

dm =0 (2.6)




82E(m0)]1 OF(my) 27)

Om?

O gradiente negativo da funcao objeto representa a direcao de descida mais ingreme.

om = [ om

Pode-se concluir entao que a perturbacao dm, que leva ao minimo do problema minimos
quadrados local, é "iniciada"na dire¢ao de descida mais ingrime, e sofre uma transforma-
cdo linear através da inversa da matriz Hessiana H™', gerando a direcao que minimiza o
problema local (Koehene, 2018). onde H é a matriz Hessiana de dimensao M x M, que
define a curvatura da funcao objeto.

A primeira derivada da fun¢do objeto (2.5) em relagao aos parametros do modelo é
dada

PP (et g, am) — ) = 375 (28)

onde J© ¢ a transposicao da matriz Jacobiana J também chamada de matriz derivada de

om

Fréchet. Os elementos individuais da matriz sao

admodi

Ji' —
8mj

(i=1,2,.,N),(j=1,2,., M), (2.9)

onde N é o nimero de observacoes e M é o niimero de pardmetros do modelo. A segunda

derivada da fungao objeto em relacao aos parametros do modelo é

goMM) g g7y (—) sd, 2.10
am? " \om (2.10)

Substituindo a Equagao (2.8) e (2.10) na Equagao (2.7) obtem-se:

om=—-H'J7sd (2.11)

A Equacdo (2.11) representa o calculo de dm através do método de newton. E in-
viavel utilizar esse método computacionalmente devido a necessidade de N perturbagoes
e N modelagens para o calculo de VE(m), além de N? modelagens para H. Assim, é
necessario utilizar métodos que calculem édm de maneira aproximada, como os métodos
Gauss-Newton, quasi-Newton e Steepest-Descent.

Os métodos de quasi-Newton aproximam a Hessiana inversa nos calculos de primeira
derivada e de segunda derivada, a presenca dessas informagoes de segunda derivada tor-
nam o método mais preciso que os métodos de Guass-Newton e Steepest-Descent. Nos
experimentos dessa dissertacao foi utilizado o método quasi-Newton L-BFGS apresentado

no Anexo B.



2.2 INVERSAO DE FORMA DE ONDA COMPLETA NO DOMINIO DO TEMPO

O codigo de inversao da forma de onda completa actstica, utilizado nesta dissertacao,
¢ baseado na abordagem geral de (Tarantola, 1984) e (Mora, 1987) com formulac¢ao no
dominio do tempo, mas também existe a possibilidade de realizar a abordagem no dominio
da frequéncia (Pratt and Worthington, 1990;Pratt, 1990). Os residuos entre os dados
modelados e os observados sao minimizados em um processo iterativo com o objetivo de
encontrar um modelo de subsuperficie. Neste método, a maior dificuldade é calcular a
Matriz de derivada de Fréchet J, pois o seu célculo explicito exigiria a modelagem do
campo de onda correspondente a cada perturbacao individual dos pardmetros do modelo.
Assim, uma tnica simulagao do campo de ondas exigiria N modelagens diretas. A fim de
diminuir o custo computacional, a abordagem adjunta (Mora, 1987; Tarantola, 1984) é
utilizada para calcular o gradiente da fungao objeto VE(m) de forma implicita, em que a
direcao do gradiente é obtido pela correlacao cruzada entre o campo de onda propagado
para frente e o campo de onda residual retropropagado. Dessa forma, o gradiente da

funcao objeto é calculado de forma eficiente com 2 x N simulagoes do campo de onda.

2.2.1 A abordagem adjunta

No caso anterior, a linearizagdo do problema é feito na fungao objeto E(m), agora a
resolucao do problema inverso se inicia com a linearizacao do modelo inicial na vizinha
do modelo de referéncia. O novo modelo m ¢ definido como uma combinagao linear entre
o modelo de referéncia mg e o modelo perturbado dm , assim a relacao entre os dados

modelados e o modelo dm pode ser escrita como

dynod = f(m) = f(mg + 0m) (2.12)

O operador direto nao linear f pode ser aproximado usando a expansao da série de

Taylor de primeira ordem:

f(mg + ém) = f(m) = f(my) + 0]220)

Uma pequena perturbacao no espaco de dados dd que resulta de uma pequena per-

dm + 9(m?). (2.13)

turbacao nos parametros do modelo ém pode ser definida como:

dd = f(mp + dm) — f(my). (2.14)

Substituindo a equagao (2.13) na equagao (2.14), temos:

df (my) df (my)

om om

onde dd representa os dados residuais obtidos pela diferenca entre os dados observados

6d = f(mp) +

dm — f(my) =

om = Jém, (2.15)
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d.ps € os dados calculados d,,q¢(m) pelo problema direto a partir de um modelo m que
produz o melhor ajuste. A partir da Equacao (2.15), observa-se que os dados residuais
0d se comportam de forma linear com a perturbacao do modelo ém, e o operador linear
J é a matriz derivada de Fréchet.
A Equacao (2.15) pode ser escrita na forma continua (Mora,1987)
od(D)

sd(D) = / AM = = 5m(M), (2.16)

onde M e D indicam o espago do modelo e dos dados. Através da Equagao (2.16), percebe-
se que as perturbagoes no espago dos dados podem ser calculadas através da integragao
das pequenas perturbagoes nos parametros do modelo, se a matriz derivada de Fréchet
for conhecida.

O gradiente da fungao objeto (2.8), utilizado para atualizar os parametros do modelo
no método do gradiente, pode ser escrito na forma continua:
ap| Mréd(D), (2.17)

om

VE(M) = /

D

onde, o sobrescrito (*) significa adjunto.

2.2.2 O problema adjunto na aproximacao actstica

Nesta dissertacao, o método FWI é aplicado utilizando a aproximacao actustica, por
esse motivo serd apresentado somente a abordagem adjunta para o caso acustico (Prze-
bindowska, 2013). Essa abordagem necessita do fator da fonte para realizar a retropropa-
gagao do residuo, assim seréd utilizada a equacao de onda actstica de densidade variavel

nao homogénea de segunda ordem 2D dada por:

1 Pp(z,zt) V.(

K(z,z) o Vp(rr,z,t)) = s(z, 2, 1), (2.18)

p(z, z)
onde K = pvﬁ ¢ o modulo de Bulk, p ¢ a densidade, v, ¢ a velocidade da onda P, p ¢ a o
campo de pressao, e s é o termo correspondente a fonte.

Seja um dado modelo m com a fonte localizada em x = x4 e o receptor em x = x,.,
a componente i do sismograma de pressdao p no tempo t é definido como d; = f(m) =

p(Xr, t;%x5). O termo da fonte é:

s(x,t;xs) = 0(x — x,)5(t), (2.19)

onde S(t) é a fungdo de tempo fonte, e §(x) € a fungao delta de Dirac.

Na formulagao actstica, a Equagao (2.16) assume a forma:

5d; (%, Xs, 1) = /V dV(x)%’(g’%m(x), (2.20)
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enquanto o problema adjunto (2.17) é

Z/dtzad X“XS’ ) 5di(x,. %0, 1), (2.21)

O gradiente da fungao objeto é a integral sobre o espago de dados da derivada Fréchet
multiplicada pelos dados residuais. O calculo da expressao integral (2.20) no problema
direto, que define a perturbagao no campo de pressao dd; devido perturbagoes nos parame-
tros do modelo dm, é o suficiente para obter a formulagao adjunda (2.21). Os gradientes
dos parametros modulo de bulk K e densidade p sdo obtidos a partir das equagoes (Ta-
rantola, 1984):

apx t;x5) Op' (%, t; Xs)
ot

op(x) = W Z/tdth(X,t;Xs).Vp’(X,t;Xs)

(2.22)

onde p(x,t;x;) e e p'(x, t;Xs) representam o campo de onda de pressao propagado para
frente e o campo de onda residual retropagado, respectivamente, sendo que p(x,t;x;) é
gerado por uma fonte posicionada em x;.

O campo de onda p(x, t;x) é definido por:

p(x,t;x4) = / dVG(x,t;xs,0) * s(x, t; Xs), (2.23)
1%

em que G(x,t;X,,0) é a fungdo de Green actstica convoluida com a equacao da onda
(2.18). O simbolo (*) indica convolugao no tempo.
O campo de onda residual retropropagado p'(x,t;x,) é calculado através dos dados

residuais retropropagados no tempo, como segue:

(x,t;Xs) Z G(x, —t;x,,0) * dd;(X,, X5, ). (2.24)

Os residuos sao retropropagados de todos os pontos receptores referentes a fonte na
posicao x,. O campo de onda residual é definido como o campo difratado ausente no
modelo atual e seu célculo requer uma tnica modelagem direta, sendo o termo fonte
substituido pelos dados residuais. Considerando uma tinica fonte, o calculo do gradiente do
modulo de bulk (2.22) é realizado pela correlagao cruzada de defasagem zero da derivada
temporal do campo de onda p de modelagem direta e da derivada temporal do campo de
onda residual retropagado p’. O calculo do gradiente da densidade é semelhante, mas as
derivadas tenporais dos campos de onda diretos e residuais sao substituidas por derivadas
espaciais. O gradiente final é resultado da soma dos gradientes produzidos pelos tiros

individuais.
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2.3 ALGORITMO DE INVERSAO DE FORMA DE ONDA COMPLETA

Nesta secao sao apresentados as principais etapas do Algoritmo de inversao utilizado
neste trabalho (Kurzmann, 2012).
2.3.1 Modelagem direta

A equagao de onda actustica de primeira ordem com uma densidade variavel é expressa

CcOomo:

9p

ET = KVv
vl (2.25)
at - p p?

onde v é a velocidade da particula, p é o campo de pressao, K é o moédulo de bulk e p é

a densidade. Para a equacao de onda actstica 2D, obtemos:

Gp(g,z,t) _ K(l’,2)< Ovz (x,2,t) + 8vz(:c,z,t)>

t oz 0z
Ovg(z2t) 1 Op(m,zt) 2.2
ot — plz,z) Oz ( ’ 6)
Ovy(z,z,t) 1 Op(z,z,t)
ot T op(z,z) Oz

A fim de resolver o problema direto, a equagao (2.26) é discretizada nos dominios do
espaco e tempo através da aproximacao de segunda ordem de diferencas finitas, de modo

que:

z=iAh i=(1,2,..,N,),
2= jAh j=(1,2,..,N,), (2.27)
t:nAt k:(1,27...,Nt),

onde N,, N, indicam o nimero de pontos da malha nas diregoes x e z, e N; é o ntimero
total de etapas de tempo.

A ténica de escalonamento (Virieux, 1986) é utlizada para calcular as derivadas es-
paciais das variaveis do campo de onda na posi¢ao correta da malha. Dessa forma, a
pressao p é definida nos pontos da malha de referéncia (j,i), enquanto que a velocidade
da particula v é definido nas posi¢oes de meio ponto fora da malha de referéncia. Além
disso, as derivadas temporais da pressao sao calculadas no instante n, e a velocidade da
particula é calculada em meia etapa de tempo.

Discretizar a equacao da onda significa substituir as derivadas parciais por operadores

de diferencas finitas. A equacao da onda acustica 2D é discretizada através do sistema:
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( g -}
v —v
Qua(wzt) o wliity ety 1 PRiga—PY
~ =
ot At Py AR
Un+% 71)717%
Oz (z,2,t) o zlitsi  slitsad 1 Piy1iPra (2‘28)
ot At Piyl Ah
1 vn-&-% n+% n+% Un-&-%
n _ _
op(zz,t) . Pii —Phi _ k. wlgitd wlii-d ' zli+di zli-d.i
\ ot ~ At - e Ah

2.3.1.1 Condigoes iniciais e de contorno

As condicoOes iniciais e de contorno devem ser definidas para a resolucao da equacao
da onda. Considerando um meio em repouso, antes da excitagao, a condi¢ao inicial

correspondente é

p(z,2,t=0) =0Op(z,2,t =0)=0 (2.29)

Existem dois tipos de condigoes de contorno, a condi¢ao de superficie livre e o limite

absorvente.

e Condicao de superficie livre: A modelagem dessa condicao utiliza o formalismo a
vacuo (Bohlen and Saenger, 2006; Zahradnik et al., 1993), em que o meio acima
da superficie livre é tratado como vacuo através da atribuicao de valores zero aos
parametros acusticos e proximos de zero & densidade para evitar divisoes indefinidas.
A utilizagao do formalismo a vicuo é ideal em situagoes de superficie livre planar.
Essa condi¢ao também pode ser implementada através da técnica de espelhamento
(Levander, 1988), mas seu uso nao ¢ tao popular devido variagoes na implementagao
da técnica nos codigos de de modelagem direta (acustica 2D, acustica 3D, elastica
2D).

e Limite absorvente: Condigao aplicada para atenuar as reflexoes indesejadas nas bor-
das do modelo (Berenger, 1994). O codigo de modelagem actstica por diferengas
finitas também utiliza como condicao de contorno camadas perfeitamente combina-
das (PML), o que requer equagoes adicionais para atualizar o campo de onda de

pressao (Kurzmann, 2012).

2.3.1.2 Precisao e estabilidade

Condicoes de amostragem espacial e temporal devem ser satisfeitas para evitar arte-
fatos e instabilidades numeéricas. A dispersao da malha corre devido o truncamento da
série de Taylor quando se aproxima de derivadas espaciais. A condicao utilizada para nao
ocorrer a dispersao relaciona o niimero de pontos da malha n com o comprimento de onda

minimo \,,;, através da equacao
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A Vpmi
Ap < 2 — Pmn 2.30
o n nfmax, ( )

onde frq ¢ a frequéncia méxima do campo de onda e Vpmin ¢ a velocidade minima

da onda P. A escolha do comprimento e do tipo de operador de DF determina o ntmero
minimo de pontos da malha por comprimento de onda (Kéhn, 2011).
O critério de amostragem (Courant et al., 1928) para a modelagem 2D é definida

através da razao entre os intervalos de amostragem temporal e espacial

At < i
ﬁvpmam

onde Vpmqz € a velocidade méxima da onda P no modelo. Esse critério determina que

(2.31)

o intervalo de tempo At deve ser menor que o tempo de propagacao entre dois pontos

vizinhos da malha.

2.3.2 Inversao

O processo de inversao ¢ baseado na minimizagao iterativa da fungao objeto para a
atualizagao do modelo. Para isso, é necessaria a informacao da matriz Hessiana. Exis-
tem diversos métodos de otimizacao para obter a matriz Hessiana, o método utilizado
nesta dissertagao foi o quasi-Newto L-BFGS. No Anexo B sao descritos os métodos de

otimizacao: Newton, quasi-Newton e gradiente conjugado.

2.3.2.1 Meétodo L-BFGS

Nessa secao sao apresentadas as principais equagoes do método quasi-Newton L-BFGS,
baseado em Koehene (2018). O estudo aprofundado sobre o método pode ser encontrado
em Nocedal and Wright (2006).

Considerando B, uma aproximacao da Hessiana, as abordagens quasi-Newton uti-
lizam as informacoes de gradiente das iteragOes anteriores, uma vez que as mudancgas
apresentadas no gradiente ao longo das iteragoes carregam informacao sobre as derivadas
de segunda ordem de E(m)(Nocedal and Wright, 2006). Dessa forma, a atualizagdo de
B, na iteracao k utiliza as informacoes anteriores de gradiente e modelos para aproximar
a matriz Hessiana.

O método BFGS define a atualizacao da matriz B,;il(aproximagao da Hessiana in-

versa), na k-ésima itera¢ao, como:

1 T—1 T
Bk kakBk Sk Si.

yiB. 'yl yisk

B!, =B, - (2.32)

Entretando, a matriz B apresentard N? elementos, sendo N o ntimero de parametros

do modelo. Este valor excede a capacidade de armazenamento de dados dos computadores
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atuais. Para resolver esse problema, uma versao de memoéria limitada do BFGS foi criada
para que pudesse ser aplicada a problemas de larga escala. Essa versao ficou conhecida
como L-BFGS e nela nao é preciso ter a matriz B explicitamente armazenada, apenas um
nimero m de iteragoes passadas, ou seja, os modelos e gradientes. Portanto, o custo de
armazenamento ¢ reduzido de N? para 2 x m x N. Normalmente m ¢ um ntimero menor
que 30 (é comum utilizar as 10 iteragoes anteriores, m = 10). Antes de iniciar o método
L-BFGS, é necessério fazer uma atualizacao com o método de descida mais ingrime para
obter um primeiro conjunto de diferencas de modelo e gradiente necessarias para iniciar
o L-BFGS.

Para a k-ésima iteracao,

X, = My — Mg (2 33)
Vi = k11 — Bk

onde m é o modelo de parametros e g o gradiente, e X; e ¥, sdo cubos contendo m(nimero
de iteragbes anteriores) diferengas entre modelos e gradientes consecutivos, respectiva-
mente. No algoritmo para o L-BFGS (Nocedal and Wright, 2006) os loops sempre co-
mecam e terminam em k1, assim as expressoes (2.33) sempre tratam da informagcao na
iteragao atual k e da iteracao anterior k1. A atualizacao do modelo é dada pela expressao
(Koehene, 2018):

Mg = My — OV, (234)

onde ay é o comprimento do passo e v é a direcao de busca. O método L-BFGS pode
ser abordado como passo unitario ou passo variavel, nesta dissertacao foi utilizada a

abordagem de passo variavel(Nocedal and Wright, 2006).
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2.3.2.2 Algoritmo do FWI

Nesta subsegao é apresentado o Algoritmo generalizado do método FWI (Warner,
2012):

1.

Obtencao do campo de onda, modelo inicial e fonte;

. Modelagem direta — predizer o campo de ondas:

Para cada fonte presente no conjunto de dados é resolvida a equagao da onda para

gerar o campo de onda calculado, isto é o campo de onda direto;

Calcular o campo de ondas residual na posi¢ao dos receptores:

Para cada receptor presente no conjunto de dados, é calculada a diferenca entre o
dado observado e o dado calculado. Essa diferenca fornece os dados residuais. O
objetivo da inversao é reduzir esses residuos modificando o modelo de velocidade e
potencializando também a wavelet fonte. A norma L-2 do dado residual fornece a

fungad objeto que é iterativamente minimizada;

. Retropropagar o campos de ondas residual:

Para cada fonte original, o dado residual é retropagado a partir do receptor para a

fonte. E gerado o campo de onda residual retropagado;

Correlacao cruzada — atualizagao do modelo nao escalonado:

Para cada fonte de origem e em cada ponto no modelo, é feita a correlagao cruzada do
campo de onda direto e retropagado. O resultado gera uma atualizacgao do modelo
de velocidade para todos os pontos no modelo. Essas atualizacoes sao somadas em
todas as fontes de origem. Nesse estagio, a atualizacao do modelo de velocidade
¢ nao-dimensionado, isso significa que sabemos a direcao de atualizagao, mas nao
sabemos o quanto. A atualizacao do modelo nao-dimensionado fornece a direcao do

gradiente necessario para minimizar a fungao objeto;

Calculo do passo — atualizar o modelo escalonado:

Para a escala do gradiente, o modelo d velocidade é perturbado em pequena quan-
tidade na direcao do gradiente, o campo de onda direto para o novo modelo é
calculado, assim como um novo grupo de dados residuais e um novo valor de fungao
objeto sao calculados. A partir da comparacgao entre esse novo valor com o original,
um escalar idela pode ser encontrado para minimizar a funcao objeto, esse escalar

ideal é o comprimento do passo;

Atualizar o modelo e voltar para a etapa 2 até atingir o critério de convergéncia:
Usando o gradiente e o comprimento do passo, o modelo de velocidade original é

atualizado até atingir o critério de convergéncia definido.
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2.3.2.3 Paralelizagao

Os custos computacionais do FWI estao associados a trés fatores: capacidade da mo-
delagem direta, tamanho dos dados e tamanho do dominio computacional. A modelagem
direta e o tamanho dos dados s@o mutuamente definidos pelo ntimero de tiros, enquanto
que o tamanho do dominio computacional é definido pelos valores maximos de desloca-
mento dos dados, profundidade da imagem e intervalo de frequéncia. Para reduzir esses
custos, a computacao paralela é utilizada (Pica et al., 1990).

Existem dois niveis de paralelizacao utilizados no codigo FWI actstico que sao base-
ados no principio da decomposigdo do dominio (Bohlen, 2002) e tiros paralelos (Bohlen
et al., 2009). A estratégia de decomposigao do dominio divide o modelo em subdominios
que sao distribuidos para varios processadores, o que exige uma comunica¢ao ponto-a-
ponto para trocar valores de campo de onda entre subdominios vizinhos. A troca de
informagoes entre subdominios ¢ realizada através do Message Passing Interface (MPI).
O segundo nivel de Paralelizacao, tiros paralelos, nao exige comunicagao pois os tiros
sao distribuidos para grupos de processadores. Através da combinacao dos dois tipos de

paralelizagao o algoritmo de inversao apresenta uma aceleragao significativa.

2.4 PRE-REQUISITOS PARA EFICIENCIA DO FWI

A inversao da forma da onda completa é um problema inverso altamente nao linear
e uma das consequéncias disso é a presenca de varios minimos locais na forma da fun-
¢ao objeto. Tal caracteristica torna o sucesso do método FWI altamente dependente da
escolha do modelo inicial, pois a escolha adequada deve garantir a convergéncia do algo-
ritmo para o minimo global da fun¢ao objeto. Dessa forma, um modelo inicial adequado
¢ encontrando quando os dados calculados pelo modelo inicial correspondem aos dados
observados em meio ciclo da freqiiéncia minima considerada (Sun and McMechan, 1992).
Se essa exigéncia nao for satisfeita, ocorre o salto de ciclo, em que a inversao tenta ajustar
os dados calculados ao ciclo errado dos dados observados como mostrado na Figura 2.4,
assim o algoritmo converge para um minimo local da fun¢ao objeto.

Segundo Pratt (2008), o critério de convergéncia também pode ser expresso em fungao
de erros de tempo de transito e distancias de propagacao medidas em comprimentos de
onda, em que o erro de tempo de transito 6t para um dado evento sismico tem que ser

menor do que meio comprimento de onda, ou seja:

ot - A ot - 1
T  2cT T 2k,

onde T' é o tempo total de chegada do evento, k, é o ntimero de ondas e ¢ é a velocidade

(2.35)

de referéncia. Essa exigéncia pode ser facilitada utilizando frequéncias mais baixas ou

reduzindo o afastamento, o que significa diminuir o niimero de ondas k, entre a fonte e
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o receptor. Dessa forma, existem trés maneiras de reduzir o erro de tempo de tranito e

melhorar a convergéncia do FWI:

e melhorar a precisao do modelo inicial,
e reduzir os afastamento,

e reduzir as frequéncias iniciais.

Para testes sintéticos, é muito tentador reduzir 6¢ (melhorando artificialmente a preci-
sao do modelo inicial) ou reduzir k, (reduzindo os afastamento ou reduzindo as frequéncias
iniciais). Qualquer uma dessas abordagens pode levar a resultados artificialmente otimis-
tas, e deve sempre ser lembrado que parte do valor dos testes sintéticos é gerar resultados
que ilustrem nao apenas o potencial beneficios, mas potenciais armadilhas (Pratt, 2008).

Segundo Virieux and Operto (2009) aplicar a inversao multiescala também é uma al-
ternativa para reduzir a forte nao-linearidade do problema inverso. Isso significa iniciar
a inversao com baixas frequéncias e incrementar as frequéncias mais altas gradualmente
durante o processo de inversao. Nao existe uma regra geral para aplicar a inversao mul-
tiescala, a abordagem ¢é adaptada para cada problema inverso particular.

Na auséncia de frequéncias baixas no dado, o modelo inicial precisa ser mais preciso e
conter estruturas de comprimento de onda longo e por isso existem diferentes métodos para
obter um modelo inicial, como por exemplo: “First-arrival traveltime tomography”(FATT)
(Bleibinhaus et al., 2009); “Reflection traveltime tomography”(RTT)(Prieux et al., 2013);
“Stereotomography”(Prieux et al., 2013); “Laplace domain inversion”(Shin and Ho Cha,
2009); “FO-CRS tomography”’(Mesquita et al., 2019).
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Figura 2.4: O problema do salto de ciclo. A linha sélida representa um sismograma mono-
cromatico. As linhas tracejadas representam os sismogramas calculados. O sismograma
calculado no topo tem um atraso de tempo maior que 7/2 e o FWI tentara ajustar os
dados calculados ao ciclo errado do sismograma observado. modificado de Virieux and

Operto (2009).
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3 APLICACAO: ESTUDO DE PARAMETROS

Este capitulo apresenta um estudo sobre o FWI utilizando um modelo da subsuperficie
sintético para investigar o efeito da escolha do modelo inicial na convergéncia do método
e o efeito da parametrizacao do problema na acuracia e precisao do resultado da inversao,
de tal forma que foram avaliados os efeitos da filtragem de frequéncias e janelamento de
afastamentos no dado observado. Também foi apresentado o estudo da estabilidade do
método através de dados contaminados por ruido aletério. Para evitar efeitos adicionais
aos resultados da inversao, o estudo foi desenvolvido com a funcao fonte “wavelet”’conhecida

e a inversao limitada ao parametro v,, ou seja, a densidade é negligenciada.

3.1 CONFIGURACAO BASICA DO EXPERIMENTO

O modelo utilizado é actstico de trés camadas com 1500 m de largura e 1500 m
de profundidade com variacao apenas na direcao vertical. A camada de agua tem uma
espessura de 500 m. A velocidade média da onda P é 1826 m/s, com a velocidade minima
de 1480 m/s na camada de agua e a velocidade maxima de 2500 m/s. A modelagem
direta é realizada pelo método de diferencas finitas actusticas 2D, em que foram simulados
5 tiros com 6 segundos de dados. Os modelos de velocidade da onda P e densidade sao
mostrados nas Figuras 3.1 e 3.2, respectivamente.

O objetivo ¢é simular as conigdes de medi¢ao da sismica de reflexdo marinha com a
fonte de pressao posicionada em 20 m abaixo da interface ar-agua e espacadas em 50 m. A
“waveletfonte ¢ do tipo Ricker com uma frequéncia central de 4 Hz e foi filtrada com um
filtro passa-baixa “Butterworth”’com uma frequéncia de corte de 3 Hz Figura. Em 50 m de
profundidade estao posicionados 15 hidrofones. A configuracao fonte-hidrofone apresenta
afastamento méaximo de 750 m e afastamento minimo de 50 m. A Tabela 3.1 mostra
de modo geral a configuracao basica utilizada no experimento, incluindo a geometria de
aquisicao e os parametros gerais para a modelagem e inversao por diferencas finitas. As

familias de tiro comum sao mostrados na Figura 3.3.
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Figura 3.3: Dado sismico sintético na configuracao fonte comum, usado como dados ob-
servados no programa [FOS2D do método FWI.



Tabela 3.1: Parametros de modelagem e aquisi¢cao do conjunto de dados sintéticos.

Modelo sintético

Tamanho do modelo

1500 m x 1500 m

v, Média 1826 m/s
v, Minimo 1480 m/s
v, Maximo 2500 m/s
Espessura da camada de agua 500 m
Parametros de aquisicao

Nimero de tiros 5t
Espacamento dos tiros 200 m
profundidade dos tiros 20 m
Ntimero de hidrofones 15
Espagamento dos hidrofones 50 m
Profundidade dos hidrofones 50 m
Afastamento minimo 50 m
Afastamento maximo 750 m
Parametros da modelagem

Tamanho da malha 150 m x 150 m
Espagamento da malha 10 m
Tempo de amostragem le-3 s
Namero de amostras de tempo 1111
Comprimento de gravacgao 6 s

“waveletfonte

Ricker 4 Hz

23
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3.2 ESTUDO DO EFEITO DA APROXIMACAO INICIAL NA CONVERGENCIA DO
METODO FWI

3.2.1 Selecao da aproximagao inicial

A fim de avaliar a convergéncia do método de inversao, foram feitos quatro exprimen-
tos com diferentes modelos iniciais. Os modelos iniciais utilizados nas simulagoes foram
obtidos pela perturbacao de 25%(B), 35%(C) e 50%(D) das velocidades da segunda e ter-
ceira camada de um modelo inicial de referéncia A. O primeiro teste de inversao utilizou
o modelo A, enquanto que o segundo, terceiro e quarto teste utilizaram os modelos B,
C e D, respectivamente. Nenhum tipo de filtragem de dados foi aplicada e o modelo de
densidade utilizado se manteve constante.

As Tabelas 3.2 e 3.3 mostram as velocidades de topo vy, € base vpese € @ Tabela 3.4
mostra as profundidades de topo e base 2o, € zpase utilizados no calculo do gradiente
(Eq. 3.2) para a construgao dos modelos A, B, C e D utilizados nos testes de inversao. A

construcao do modelo de velocidade é dado pela expressao:

v =+ g2, (3.1)

Onde z é a profundidade e g, é o gradiente calculado por:

o Vtopo — Vbase ' (32)

Ztopo — “base

A Figura 3.4 apresenta o resultado do primeiro teste de inversao, em que utilizamos o
modelo A como modelo de velocidade inicial. Os perfis de velocidade vertical em x=500
m e x=750 m conseguem se ajustar perfeitamente a curva da velocidade inicial (preto
tracejado), confirmando a convergéncia do algoritmo, mas néo se aproximou da curva
de velocidade verdadeira (cinza), o que pode indicar que o gradiente esta preso em um
minimo local que nao corresponde ao minimo global.

As Figuras 3.5, 3.6 e 3.7 apresentam os resultados de inversao para os modelos B, C e
D, respectivamente. Nos trés casos observamos, através dos perfis de velocidade vertical
em x=500 m e x=750 m, que o algoritmo converge para um minimo. Assim como no
primeiro teste, nao conseguiram se aproximar do modelo real.

A Figura 3.8 (a) mostra a convergéncia das quatro curvas da fun¢do objeto obtidas
pelas simulagoes do FWI com os respectivos modelos A, B, C e D. A Figura 3.8 (b) mostra
os modelos de velocidade inicial correspondentes as curvas da funcao objeto. Notou-se
que a curva da fungao objeto referente ao modelo de velocidade inicial (azul) apresenta a
convergéncia mais rapida. Enquanto que, as curvas referentes aos modelos de velocidades
com aumento progressivo de perturbagoes na segunda e terceira camada, se afastaram
proporcionalmente do caminho de convergéncia.

A partir da Figura 3.8 (a), nota-se que o algoritmo consegue alcancar o objetivo
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de minimizar a fungao objeto, entretanto, nao obteve um modelo invertido préximo do
modelo verdadeiro (cinza), o que reforga a presenga do problema de forte nao-linearidade
na inversao. Na proxima secao sera apresentada a estratégia da inversao multiescala
através da filtragem de frequéncias do dado observado com o propoésito de diminuir a

nao-linearidade na inversao.

Tabela 3.2: Velocidades (Km/s) utilizadas no célculo dos modelos A e B. Cada camada
tem duas velocidades utilizadas na Equacao (3.2), a primeira ¢ a velocidade do topo vigp,
e a segunda ¢ a velocidade da base vpge-

Modelo A Modelo B
Camada 1 | 1400 - 1400 | 1400 - 1400
Camada 2 | 1480 - 1500 | 1480 - 1500
Camada 3 | 1500 - 1500 | 1500 - 1845
Camada 4 | 1500 - 2500 | 1845 - 3125

Tabela 3.3: Velocidades (Km/s) utilizadas no célculo dos modelos C e D. Cada camada
tem duas velocidades utilizadas na Equacao (3.2), a primeira ¢ a velocidade do topo vygp,
e a segunda ¢ a velocidade da base vpgge-

Modelo C | Modelo D
Camada 1 | 1400 - 1400 | 1400 - 1400
Camada 2 | 1480 - 1500 | 1480 - 1500
Camada 3 | 1500 - 1950 | 1500 - 2175
Camada 4 | 1950 - 3375 | 2175 - 3750

Tabela 3.4: Profundidades (m) utilizadas na construgao dos modelos A, B, C e D. Cada
camada é definida pelo valor de duas profundidades z utilizadas na Equacao (3.2), a
primeira ¢ a profundidade do topo 2, € a segunda ¢ a profundidade da base zpgse.

Profundidade (m)
Camada 1 0 - 500
Camada 2 500 - 500
Camada 3 500 - 550
Camada 4 550 - 2000
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Figura 3.4: (a) Modelo de velocidade inicial A. (b) Modelo de velocidade obtido a partir
do modelo A. (c) Perfis de velocidade. O retangulo tracejado representa a drea de inversao

dos parametros.
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Modelo de velocidade inicial B (m/s)
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Figura 3.5: (a) Modelo de velocidade inicial B. (b) Modelo de velocidade obtido a partir
do modelo B. (c) Perfis de velocidade. O retangulo tracejado representa a area de inversao
dos parametros.
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Modelo de velocidade inicial C (m/s)
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Figura 3.6: (a) Modelo de velocidade inicial C. (b) Modelo de velocidade obtido a partir
do modelo C. (c) Perfis de velocidade. O retangulo tracejado representa a area de inversao
dos parametros.
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Figura 3.7: (a) Modelo de velocidade inicial D. (b) Modelo de velocidade obtido a partir
do modelo D. (c) Perfis de velocidade. O retangulo tracejado representa a area de inversao

dos parametros.
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Figura 3.8: (a) Grafico da convergéncia da fungdo objeto para diferentes modelos de
velocidades de partida em fun¢ao do ntmero de iteragoes. (b) Modelos de velocidades de
partida utilizados em cada simulacao do FWI.
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3.3 INVERSAO MULTIESCALA

Segundo Beydoun and Tarantola (1988) a aproximagao de Born, ao calcular as de-
rivadas parciais do campo de onda, exige que os dados calculados a partir do modelo
inicial coincidam com os dados observados dentro de meio ciclo da frequéncia dominante.
Essa exigéncia evita que o salto de ciclo ocorra e assim, a inversao nao converge para
um minimo local. E mais facil atingir essa condicdo quando a frequéncia dominante nos
dados é baixa, pois a funcao objeto em baixas frequéncias ¢ mais linear com relagao as
perturbagdes do modelo (Przebindowska, 2013).

Para reduzir a nao-linearidade do problema inverso, ou seja, a existéncia de minimos
locais, a abordagem de inversao multiescala é aplicada (Bunks et al., 1995; Sirgue and
Pratt, 2004). Assim, a inversdo é executada com o acréscimo gradual do conteudo de
frequéncia, ou seja, o processo inicia em baixas frequéncias e os valores altos sao adiciona-
dos consecutivamente. No dominio do tempo, a estratégia é aplicada através da filtragem
de dados utilizando filtro passa-baixa (Bunks et al., 1995) ou passa-banda (Boonyasiriwat
et al., 2009), enquanto que no dominio da frequéncia é aplicada a abordagem de multiplas
frequéncias (Virieux and Operto, 2009).

E valido destacar que a abordagem multiescala ndo é um método de inversao diferente,
trata-se de uma forma de organizar e selecionar os parametros do modelo e do dado
observado. A escala utilizada para isso é a escala do nimero de onda k., de k.,in @ Kzmaz,
o que significa decompor a velocidade em v, & Ve €/0u a frequéncia em frin & fiar,
visto que k, = %

Segundo Virieux and Operto (2009), o campo de onda responde a variagdes na sub-
superficie cujo tamanho minimo é aproximadamente metade do comprimento de onda
A(27/k,). Ao iniciar a abordagem multiescala com valores pequenos de nimero de onda,
é esperado que sejam delineadas as feigoes maiores do modelo, e progressivamente as fei-
¢oes menores, & medida que se aumente a escala de k,. Para controlar essa escala durante
a inversao, a frequéncia f do dado observado é delimitada.

Nesta se¢ao, eu faco um estudo sobre a abordagem multiescala com foco na escolha
da primeira banda de frequéncia, janelamento de afastamentos e no ntimero de bandas de
frequéncia utilizadas no processo de inversao. Foram aplicados diversos testes de inversao
no modelo actustico da figura 3.1 com o objetivo de obter a melhor acuracia e precisao dos

resultados a partir dos parametros escolhidos.

3.3.1 Selecao das bandas de frequéncia

A estratégia de selecao de banda de frequéncia utilizada é a proposta por Sirgue and
Pratt (2004), em que para um dada frequéncia f, e um intervalo de afastamento sao
definidos os valores [k.min(f1),kzmaz(fn)] de cobertura do nimero de onda vertical k.,

para um caso 1D. O célculo de k,.in(f1) € kumaz(fn) é dado por
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kzmzn(fn) = 47Tfnamin/c()7

(3.3)
kzma:p(fn) - 47Tfn/007
onde ¢q é a velocidade de referéncia homogénea. A expressao para «,,;, ¢ dada por:
1
Qmin = ——F——,
/ 2
1 + imax (34)
Rmax — max .
z

sendo R,,., a razao entre meio afastamento e profundidade, h,,,,, ¢ 0 maximo meio afasta-
mento e z é a profundidade do alvo. A imagem do gradiente é formada pela contribuigao
de diferentes niimeros de onda verticais referentes a diferentes pares fonte-receptor, assim
o incremento do afastamento produz o ntmero de onda minimo, enquanto que o namero
de onda maximo é produzido pelo afastamento mais proximo. A selecao da frequéncia

deve possibilitar uma amostragem continua do espectro do niimero de onda tal que

kzmm(f(” + 1)) == kzma:v(fn> (35)

Seja f,1 a proxima frequéncia selecionada, que é calculada utilizando as equagoes 3.3

e 3.5 através da relagao:

Jn

min

for1 = (3.6)

A equacao 3.6 mostra que o incremento da frequéncia aumenta com a frequéncia.

e Filtro Butterworth A partir da estratégia descrita acima, a frequéncia méaxima
de cada banda de frequéncia f,, é escolhida e aplicada como frequéncia de corte
para o filtro passa-baixa (resposta ao impulso infinito) Butterworth. Esse filtro se
comporta de modo que a resposta de amplitude é maximamente plana na banda
passante e monotonica na banda rejeitada, e os dados sao filtrados no dominio do
tempo sem a necessidade de transformé-los para o dominio da frequéncia. A forma
do filtro Butterworth é (Oppenheim and Willsky, 1992):

B 1
L (f/ S

Onde B, (f) é a fungao transféncia, sendo f a frequéncia angular do sinal em radianos

| Bu(f)]” (3.7)

por segundo e f. a frequéncia de corte. A ordem do filtro é definida por n, neste
trabalho a ordem utilizada é n=6. Além do filtro Butterworth, também é utilizado

um filtro passa-alta de 3 Hz no dado e na wavelet.
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3.3.1.1 Escolha da primeira banda de frequéncia

A fim de escolher a primeira banda de frequéncia, utilizei o espectro de amplitudes
da Figura 3.9 correspondente ao tiro 4 para selecionar as frequéncias de teste da primeira
banda (f1). Foram aplicados trés testes de inversao utilizando as frequéncias 3 hz, 4 hz
e 5 hz nas posi¢oes de primeira banda. As frequéncias utilizadas nas bandas seguintes
foram calculada através da Equacao 3.6, o qual utilizou a,,;, = 0.8 que corresponde a
profundidade do modelo z = 1500 m e ao valor do maximo meio-afastamento h,,q, = 375
m.

As bandas de frequéncia utilizadas nos testes representam a frequéncia maxima de
corte para o filtro passa baixa Butterworth, com uma ordem n = 6. Foram utilizadas oito
bandas de frequéncia em cada teste e, exceto para o tltimo estagio da inversao que cobre
o conteudo de freqiiéncia total dos dados, sao realizadas 20 iteragoes para cada banda
de frequéncia. Assim, o resultado de cada banda de frequéncia inferior é usado como o
modelo inicial para a préoxima inversao de frequéncia mais alta. O nimero maximo de
iteracao utilizado foi 300.

Para cada valor de banda de frequéncia selecionada na etapa da inversao multiescala
vou ter os valores de k,pin € K.mae associados, e valores de A\ € Aoz através da relagao
k, = 27” A tabela 3.5 mostra os valores minimos e maximos do ntmero de onda vertical k,
e comprimento de onda A associados as frequéncias 3 Hz, 4 Hz e 5 Hz utilizadas nos testes
de inversao. A velocidade média do modelo verdadeirocom é ¢y = 1826 m/s. A Figura
3.10 mostra os resultados obtidos nos trés testes de inversao. O primeiro experimento
(Figura 3.10a) utilizou como primeira banda de frequéncia f(1) = 3 hz. No segundo
experimento (Figura 3.10b) a primeira banda de frequéncia utilizada foi f(1) = 4 hz e no
terceiro experimento (Figura 3.10c) a primeira frequéncia escolhida foi f(1) = 5 hz. A
tabela 3.6 mostra as bandas de frequéncia utilizadas em cada teste.

E possivel observar que o teste 2 que utilizou fyq.(1)= 4 Hz (Figura 3.10b) propor-
cionou a melhor reconstrucao do modelo de velocidades da onda P quando comparado
aos outros dois testes, isso significa que os dados iniciais desse teste cumprem o critério
de meio-comprimento de onda (2.35) e foge do problema de saltos de ciclo. No entanto,
a reconstrugao do modelo falha com o aumento da profundidade em todos os testes, isso
se deve ao fato do aumento da nao-linearidade do problema e aumento na dificuldade de

encontrar o minimo global da fun¢ao objeto.
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Figura 3.9: Espectro de amplitudes do tiro 4 localizado em x=950 m

Tabela 3.5: Valores méximos e minimos dos ntimeros de onda verticais k, e comprimen-
tos de onda A\ utilizadas nos trés testes de inversao para escolha da primeira banda de
frequéncia.

3Hz | 4Hz | 5 Hz
Komin (rad.m™=1) | 0,016 | 0,022 | 0,027
komae (rad.m™1) | 0,020 | 0,027 | 0,034
Amin (M) 316 232 185
Amaz () 395 285 234

Tabela 3.6: Valores das bandas de frequéncias utilizadas nos trés testes de inversao para
escolha da primeira banda de frequéncia.

Testel (fl=3Hz2)|3,3,75 46,58, 73,95, 11,8, 14,8
Teste2 (fl=4Hz) | 4,5, 6,25, 7,8,9,7, 12,2, 15,2, 19
Teste3 (fl=5Hz2)|5,6,78,9,7, 12,2, 15,25, 19, 23,75
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Perfis de velocidade vertical - teste 1 (f1=3 hz)
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Figura 3.10: Resultados do FWI para a avaliacao da primeira banda de frequéncia. Re-
sultados dos trés testes: (a) fraz(1) = 3 hz, (b) fiae(1) = 4 hz, (¢) fiae(1l) = 5 hz.
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3.3.1.2 Janelamento de afastamentos

A inversao multiescala esté diretamente relacionada ao critério de convergéncia de meio
comprimento de onda (Eq. 2.35), pois o valor de desajuste do tempo de transito 6t entre
o dado observado e calculado é modificado com a filtragem do ntimero de comprimento de
onda N,, o que significa filtrar também bandas de frequéncia. Para amenizar o critério
de convergéncia é necessario aumentar o valor limite de d¢ para fugir do efeito de salto
de ciclo. Isso pode ser feito diminuindo o valor de N, associado a afastamentos longos do
dado observado, o que significa eliminar as baixas frequéncias do dado.

E importante destacar que existe um paradoxo associado ao contetido de afastamentos
longos no processo de inversao que deve ser avaliado na etapa de janelamento de afas-
tamentos. Os dados de afastamento longo sao necessarios para delinear estruturas de
longo comprimento de onda do modelo. Entretanto, informacoes de gandes afastamentos
também correspondem a altos valores de N, que tornam o critério de convergencia do
método mais rigido, o que conduz a convergéncia de um minimo local indesejado.

A fim de melhorar a reconstrucao do modelo de velocidades da onda P, foram realiza-
dos trés experimentos adicionais com diferentes intervalos de afastamento com um valor
maximo e minimo. O calculo do afastamento é realizado através da diferenga entre a
posicao da primeira fonte z, = 350 m e a posicao do receptor x, escolhido no teste. O
afastamento méximo da geometria de aquisicao é 750 m referente a posicao do ultimo
receptor x,, = 1100 e foi escolhido nos trés testes como o valor maximo do intervalo de
afastamento. Assim, em cada teste é alterado somente os valores minimos do intervalo de
afastamento fonte-receptor. Foram mantidas as configuracoes da inversao multiescala do
teste 2 anterior (Figura 3.10Db).

Nota-se que o teste 1 (Figura 3.11a) que utilizou o valor de afastamento (Afmin) igual
a 550 m proporcionou a melhor reconstrugao do modelo de velocidades da onda P quando
comparado aos outros dois testes, isso significa que a eliminacao do intervalo de afasta-
mento entre Afmin=550 m e Afmax=750 m do dado observado consegue ajustar o critério
de convergéncia (Eq. 2.35) sem eliminar informagoes necessarias para a reconstrugao do
modelo. Enquanto que os testes 2 e 3 (Figura 3.11b,c) mostram que o aumento do in-
tervalor de afastamento eliminado pode ser prejudicial para o processo reconstrucao do
modelo devido & eliminacao de dados associados a reconstrucao das partes profundas do

modelo.
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Figura 3.11: Resultados do FWI para a avaliacao da eliminagao de afastamentos do dado
observado. Resultados dos trés testes: (a) intervalo eliminado do afastamento: minimo
= 550 m - méximo = 750 m, (b) intervalo eliminado do afastamento: minimo = 400 m -
méximo = 750 m, (c¢) intervalo eliminado do afastamento: minimo = 250 m - maximo =

750 m.
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3.3.1.3 Escolha do nimero de bandas de frequéncia

A inversao de forma de onda no dominio do tempo esta sujeita a convergéncia para
minimos locais devido a alta nao-linearidade do problema, como ja observado nos ex-
perimentos anteriores. Na tentativa de diminuir a nao-linearidade, foram aplicados trés
experimentos aumentando o niimero de bandas de frequéncia utilizadas na inversao, além
disso, alterei o valor da profundidade utilizado no calculo do incremento de frequéncias
(Eq.(3.6)) para z = 1000 m, resultando em c;;, = 0.9.

As configuragoes dos testes anteriores que produziram a melhor reconstrucao do mo-
delo de velocidade da onda P foram mantidas nessa etapa de escolha do niimero de bandas
de frequéncia, ou seja, a primeira banda de frequéncia rutilizada foi 4 hz (Figura 3.10b) e
o janelamento do afastamento fonte-receptor eliminado foi 550 m - 750 m (Figura 3.11a).
A alteragao no valor da profundidade k alterou os valores da escala de k., (Eq. (3.3)),
assim como o calculo do incremento de frequéncias (Eq. (3.6)). Os novos valores da escala
k. e as bandas de de frequéncias utilizadas nos testes sao mostrados nas tabelas 3.7 e 3.8,
respectivamente.

Nota-se que o aumento do nimero de bandas de frequéncia melhorou a reconstrucao
do modelo de velocidade da onda P até aproximadamente a profundidade de 700 m. Esse
resultado indica que o dado observado nao apresenta informacao da subsuperficie o sufici-
ente , ou seja, ha a necessidade de mais dados de afastamento longo para a reconstrucao
das partes mais profundas do modelo. resultados dos testes 2 e 3 (Figura 3.12b,c) estao
muito préoximos, o que indica que 16 é o numero de bandas de frequéncia que abrange
todo o dado disponivel, para nf = 20 nao houve melhoras na reconstrucao do modelo,

além do aumento no custo computacional.

Tabela 3.7: Valores maximos e minimos dos niimeros de onda verticais k, e comprimentos
de onda A para a banda de frequéncia de 4 Hz utilizada nos testes para escolha do ntimero
de bandas de frequéncia.

omin (rad.m™1) | 0,024
2maz (rad.m™") | 0,027
min (M) 232
maz (1) 261

T
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Tabela 3.8: Valores das bandas de frequéncias utilizadas nos trés testes de inversao para
escolha do ntmero de bandas de frequéncia.

Testel (nf=12) | 4,44, 4,9,54,6,6,6,74,82,9,1,10,12, 11,2, 12,4
Teste2 (nf =16) | 4, 4,4, 4,9, 5,4, 6, 6,6, 7.4, 8,2, 9,1, 10,12, 11,2, 12,4
13,7, 15,3, 17, 18,8

Teste3 (nf =20) | 4,44, 4,9, 54, 6, 6,6, 7.4, 8,2, 9,1, 10,12, 11,2, 12,4
13,7, 15,3, 17, 18,8, 20,8, 23,2, 29, 32,2
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Perfis de velocidade vertical - teste 1 (nf=12)
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Figura 3.12: Resultados do FWI para a avaliagao do nimero de bandas de frequéncia
(nf). Resultados dos trés testes: (a) nf = 12, (b) nf = 16, (c¢) nf = 20.
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3.4 AVALIACAO DO RUIDO

A fim de avaliar a estabilidade da inversao quando o dado observado contém ruido,
foi adicionado ruido aletério ao dado sintético (Figura 3.3) utilizado nos testes anteriores

através da equacao:

2 (dn())?
2_n(dn(t) = 7a(1))?

Onde sn ¢ a razao sinal-ruido(dB), d ¢ o vetor do sinal original, r é o vetor do ruido e

(3.8)

n é o comprimento do vetor do sinal. No primeiro teste utilizei sn = 50 e em seguida sn =
500. A Figura 3.14 mostra os resultados da inversao para os dois testes de sn. Através do
teste 1 (Figura 3.14a) é possivel perceber que o ruido produz valores de desajuste entre o
dado observado e calculado 0t (Eq. (2.2)) no dominio do dado que causam instabilidade
no célculo do modelo de velocidade da onda P. Enquanto que o teste 2 (Figura 3.14b) que
utilizou o valore de sn = 500 se mostrou mais estavel devido a diminuicao da influéncia
do ruido na inversao. No primeiro experimento (Figura 3.14a) foi utilizado sn = 50 e no
segundo experimento (Figura 3.14b) foi utilizado sn = 500.
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Figura 3.13: Dados de familias de tiro comum com ruido aletério. (a) Dado com razio
sinal-ruido (sn) = 50 utilizado no teste 1, (b) Dado com razao sinal-ruido (sn) = 500
utilizado no teste 2.
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Perfis de velocidade vertical - teste 1 (sn=50)
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Figura 3.14: Resultados do FWI para a avaliagdo do ruido (sn). Resultados dos dois
testes: (a) sn = 50, (b) sn = 500.



4 CONCLUSAO

Neste trabalho foi aplicado o método de inversao da forma de onda completa para o
caso 1-D acustico. A aplicacao foi avaliada sobre dados sintéticos com foco na reconstrucao
dos modelos de velocidade da onda p. Foram estudados aspectos como o efeito da escolha
do modelo inicial na convergéncia do método e o efeito da parametrizacao da geometria e
frequéncia na precisao e acuracia do problema inverso. Também foi avaliada a estabilidade
do método a partir da contaminagao do dados observado por ruido aleatério. O modelo
final de velocidade da onda P obtido pela inversao se ajustou ao modelo verdadeiro até
um limite de profundidade, como ja esperado devido a alta nao-linearidade.

O estudo do efeito da aproximagao inicial na convergéncia do método FWI mostrou
que a aproximacao inicial do modelo de velocidade deve ser o mais préoximo possivel do
valor desejado para obter a convergéncia mais réapida. Entretanto, os testes também
mostraram que o método exige a utilizacao de estratégias de inversao para mitigar o
problema de minimos locais, pois o modelo de aproximacao inicial escolhido apenas pelo
critério de convergéncia mais rapida nao foi capaz de minimizar a fun¢ao objeto até o
minimo global.

Dessa forma, a abordagem da inversao multiescala foi aplicada e se mostrou uma estra-
tégia eficiente para evitar o problema da alta nao-linearidade do problema inverso. Foram
avaliados trés aspectos sobre a abordagem: escolha da primeira banda de frequéncia, ja-
nelamento de afastamentos e escolha do nimero de bandas de frequéncia. Em todos os
testes a inversao iniciou-se com baixas frequéncias e o conteudo de frequéncias maiores
foi gradualmente adicionado para fugir dos minimos locais.

Os testes para selecionar a primeira banda de frequéncia (f1) mostraram que essa es-
colha deve conter as menores freqiiéncias disponiveis para aproveitar ao méaximo a abor-
dagem multiescala, ou seja, para evitar o problema de salto de ciclo.

A partir dos testes com janelamento de afastamentos nota-se de forma acentuada que
eliminar dados de afastamento longo na intencao de adicionar estabilidade ao problema,
pode prejudicar consideravelmente o resultado da inversao devido sua importancia na
reconstrucao de estruturas de longo comprimento de onda do modelo.

Os resultados dos testes para escolher o nimero de bandas de frequéncia (nf) mos-
traram que aumentar o numero de bandas pode produzir melhoras na reconstrugao do
modelo, mas essa melhora ¢ limitada e deve ser avaliada para nao gerar custos computa-
cionais desnecessarios. Além disso, a diminui¢ao no valor da profundidade para calcular
Qmin Melhorou a reconstrugao do modelo vp, o que corrobora com a limitacao do método
em reconstruir as partes mais profundas do modelo.

Através dos testes de inversao utilizando o dado observado com ruido foi possivel

concluir que a estabilidade do método FWI é dependente da qualidade dos dados utiliza-
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dos, comprovando a necessidade do pré-processamento de dados a fim de atenuar o ruido
sismico.

Os resultados obtidos indicam que a aplicagao do FWI incluindo a estratégia de in-
versao adequada, como por exemplo, a multiescala sao promissores na reconstrucao dos
modelos de velocidade. O problema da forte nao-linearidade com o aumento da profun-
didade pode ser superado melhorando a aproximacao inicial e aumentando o volume de

dados de afastamentos longos a fim de aumentar a capacidade da abordagem multiescala.
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ANEXOS



A—- EQUACAO DA ONDA ACUSTICA COM FORMULACAO
PML

A simulacao da propagacao da onda em um meio ilimitado necessita ser estavel e
precisa. A abordagem da camada perfeitamente combinada (PML) provou ser um método
flexivel e preciso para a simulacao de ondas. Trata-se de cercar o dominio computacional
por uma camada absorvente, que nao gera reflexoes em sua interface. Assim, um terno de
amortecimento é adicionado a equacao da onda, que atua apenas na direcao perpendicular
a camada. Neste anexo é apresentada a equacao da onda acistica com formulagao PML
segunda Kurzmann (2012).

A equacao de onda 3-D homogénea é dada por:

mﬁ(x, t)y=v" <$ v p(x, t)>7 (A1)

e com o modulo de bulk:

K(x) = plx)u? (A-2)

sendo a pressao p, a velocidade da onda P, v,, densidade p, o vetor posi¢ao x e o tempo
t. O campo de pressao e sua segunda derivada no tempo podem ser transformados para

o dominio de Laplace através da equacao:

p(x, 8) = / e*tp(x, 1)t seC, (A-3)
0

onde C produzindo o campo de onda complexo p:

1, 1
—sp(x,8) =V [ — vpix,s
ey 29 = v+ (55 vekx.s) )
1 1

FSQB =02+ 02+ 02p — ;[axpax + 0y pdy + 0.p0.]p

p
A proxima etapa é o alongamento de coordenadas que tem efeito dentro do limite de
absorc¢ao, substituindo os operadores diferenciais:
1 1
ax7yzz = Oz,y,z a%y»z = 8$7y72 (A75)
1 + S 75572/,2
Onde 7, . s@o varidveis auxiliares e o, , . sao os coeficientes de atenuacao nas diregoes

X,y ez
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o, =0,=0,=0 (dominio interior),

o, >0,0,>0,0,>0 (limite PML).

Apos a aplicagao do novo operador diferencial na equagao (A—4)

1 1 1 1 1 1 1
58D = —0u(—0up) + —0y(—0,p) + —0-(-0.p)
v2 Vo o Ve Y vy Vs
1.1 1 1 (A-6)
—;[—%@Cp O + ,Y_gayp -0y + ,y_zgazp - 0:]p

Multiplicacao de ambos os lados com 7,7,7:,

1 Yy Ve Vo Ve Yy Va
_2717y7252£ = a:p( . aa:]z) + 8y(_ayl_?) + az( z 82_)
vp? Ve o oz (A7)
L vyys Vo Ve Yy Vo
——[F=00p - Oop + —=0yp - Oyp + ——0.p - D.p)],
P Vx Yy V=
Avaliando os termos
W _ N s(oy + 0, —0y) + 0,0,
o s(s+ o0y) ’
YoV _ gy s(oy + 0, —0y) + 0,0,
Yy s(s +oy) ’ (A-8)
VW _ N s(oy + 0y — 0,) + 0,0,
). st
5 5 0,040,
YaYyVeS© =S+ s(oy + 0y + 0,) + 040, + 0,0, + 0,0, + .
Pode-se obter a seguinte equacao:
1 2 020y0
ﬁ[s +s(o, + 0y +0,) + 040, + 0,0, + 0,0, + , Ip=
P
902 A2 1 1 1
[axayaz]z_? - _850p : aﬁﬁ}_) - _83/0 : ayi_j — 0P aZB
p p p
+3$[8(0y +0,— 0, + ayaz)axp] ay[s(% +o,—0o,+ Uxaz)ay ]
s(s+o.) = s(s+oy) (A-9)
s(oy + 0y — 0.+ 0y0,)
0.] 0.p)
s(s+0,) =
—S(Uy 0.~ 0a) + 040 lamp - Opp — 502 + 0.~ 0y) + 040 l3yp - Oyp
o) oo o) oo O
eto, o) bty
s(s+0,) p =

A substituicao dos termos
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s(oy+ 0, —0y) + 040,

= a:f 9

o s(s+oy) P

w, = s(oy+ 0, —0y) + 0,0, op,
s(s +oy) = (A-10)

w, = s(oy + 0, —0,) + Uxayazp,

s(s+o0,) =

p

U= =,

S

Pelo campos de ondas auxiliares w e u simplificam a equacdo (A-9) e a introdugao de
quatro equagoes diferenciis parciais. As equagoes (A-9) e (A-10) s@o transformadas de

volta para o dominio do tempo e o sistema pode ser escrito como:

. 1
D+ (0':,; + Oy + Uz)p + (Uyaz + 020y + Uxaz)p = UI% [Ap +V.w — ;vp ’ (Vp + W) — 03040 U,
’d)x = (Uy +o0,— o-x)axp + O-yo-zawu — O Wy,
Wy = (0, + 0, — 0y)0yp + 0,0.0,u — oy w,,

W, = (0, + 0y — 0,)0.p + 0,0,0,u — 0,0,

U= Dp.
(A-11)
A Equagao (A-11) para o caso da onda actstica 2D é reduzida em:
. . 2 1
P+ (0p +0y)P+ 0p0yp =0, [Ap+ V. W — ;Vp -(Vp+w)],
(A-12)

wx = (Uy - Uz)&’Jcp — Oz Wy,
ty = (02 = 0)0yp — oywy.

A hipotese de densidade homogénea produz equagoes de onda modificadas em 3D,

p+(0x+ 0y +0.)p+ (0,0, + 0,0, + 0,0.)p = vi[Ap +V -w| —o,040,u,
Wy = (0y + 0, — 04)0sp + 040,0,u — T,W,,
wy, = (0, + 0, —0,)0p + 0,0,0,u —o,w,, (A-13)
W, = (0, + 0y — 0,)0.p + 0,0,0,u — 0w,
U= p,

E em 2D,

P+ (0x+0y)p+ 0u0yp = vg[Ap +V-w|,
wz = (Uy - Ux)amp — Oz Wy, (A714)

Wy = (02 — Uy)ayp — OyWy
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Os parametros de atenuacao o,, . podem ser calculados a partir de fungoes mate-
méticas f;, . como funcoes quadréticas, exponenciais ou cossenos. O que garante uma
transicao suave do interior do dominio do modelo para dentro do limite da PML. Os

coeficientes sao definidos da seguinte forma:
Upln(R)
L Y
A constante oy depende da discretizacao e da espessura da camada, onde v, ¢ a

(A-15)

Ozy,z = UOfm,y,m com 0 S fx,y,z S 1 € 0p =

velocidade média da onda P, L e R correspondem a espessura e reflexao relativa do limite
absorvente, respectivamente.
A solugao por diferengas finitas (FD) da equagdo de onda acustica completa requer
a aproximagao de derivadas parciais usando operadores lineares discretos e discretizagao
FD (2.11). As seguintes consideracoes limitam-se aos operadores FD de segunda ordem
no tempo e espaco. Para o componente de pressao p, isso inclui as derivadas centrais
dentro do interior do dominio:
o2 ~ Dt + pi—1 — 2p; . prtt 4t —2pn

’ (anE P (AD)?

O uso das condi¢oes de contorno da PML requer equagoes adicionais de primeira

(A-16)

ordem e variaveis auxiliares correspondentes, como w = (w,, w,, w,)’. Aproximagoes FD

exemplares sao

Wgli — Wgli—1 w

by  ———2—, A-1
SR e (A-17)

A mistura de equagoes de primeira e de segunda ordem provoca os célculos de p em

O Wy &

pontos da malha completos e intervalos de tempo, enquanto os componentes de w sao
deslocados por meio ponto da malha e meio passo de tempo. Assim, a média adicional de
campo de onda é necessaria dentro do limite da PML.

A derivagao produz as seguintes relagoes gerais para o campo de pressao p, campo
escalar auxiliar « bem como os componentes do campo de vetores auxiliares w,, w, e w,.
O uso das variaveis auxiliares é limitado ao PML. A atualizacao do campo de pressao no

momento n + 1 e a posigao da malha (k, j, i) é calculada por
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2
n+l __ 2 (At) n n n n n n n
Diji = Sk [Upuc,j,i (AR)? Prji—1 T Prjit1 T Pk j—1,iPkj+1, T Pk—1ji T Pht1,4i — 6pk,j,i

02(A—t)2w L — W LWy g1 — Wy i1 W, 1 — W, g
plkyjyi (Ah)2 x1k1j1i+§ w>k7j7i_§ yzk7j+§7i y:k:j_iai ka+§7j7i z7k_§7j7i

+ (2 — (A0 + ajioy; + 0x|i0z|k)PZ,j,i

At _

+ (7(%2’ oy + o) - 1)%;&
(At)2 n+2

—Oa|iOy|Teh ( P~

1 n n 1 ~n ~
+r$|k7j7i<_2Ah<pk,j,i+1 - pk,j,zél) + §(wx‘k7j7i_% + w;c|k7j7i+%)>

1 7 T 1 ~n -
FTylk,ji <m(pk,j+l,i — Prj-14) + §(wy|k7j_%ﬂ- + wy|k’j+%7i)

—_

1 - -
T2k i <m(l’7§+1,j,i - pzfl,j,i) + E(wzkf%,j,i + w:\m%,j,i))

com o termo PML

1
Skji — s (A*lg)
T L+ S 0w + oy + 0ugr)

os termos relacionados & densidade

(A8)? prjit1 — Prji

2

Talkgi = “UPlkji oA e ;
7.]7Z
2

o (A prjari — Prgovi A

Tylk,ji = ~UP|k,j,i 5 (A-20)
EAYAN ) Pk.ji
2
2 (A)? pri1ji — Pr—1,j
7]72

e as médias dos campos de onda auxiliares
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1
"‘77/ ~ ~n
Walkjivd = 4(wwlk+%u‘+ ity tw |k~a+ ity Tw w\k 3.d—3i+5 Tw Walkt 1,5 ,z‘+%)’
1
~n ~n
w", .. 1 =—(w 1 1.
x|k7]7l_§ 4( ‘rlk+%7j+%77'_7 + |k’-_77]+7 1/_7 + ‘k_77 %7 _% + |k+27.7_7 Z_%)’
1
~n _ T
Wylkj+1i = 4(wy|k+%,j+%,i+1 tw ‘k_,]_aﬁ, tw Ik—aﬁ-f i—3 Lt w y|k+273+7 l_,),
1
"’TL ~n ~n
= —(w g . A-21
Wyl 4( ylk+3.5—3,i+3 Tw y‘k*?] 1i+l Tw y|k*§d**1*% Tw ylk+1.5-1 %)’ ( )
w” = 1(117" + + Lt w” )
zlktg.dii 4N zlktg.itgits zlk+5.5— 5,3 zlk+5,5— 5. zlk+5.5+5,i—37
1
"’TL ~n ~n
= —(w L1 w” w 1. 4
|k‘777.72 4( Z‘kfé’]+%7l+ + |k7% 7714’2 + Z‘k 27.7 % 7% + |k‘777]+% 7%)7
]. n+— 1
n o _ = . 2
Uk ji = 2(%,;‘,@ uk z)
Além disso, o campo de onda do vetor auxiliar é calculado por:
1
n+1 n+2
w 1 .,1 1 — At( 1+0k 1+U )Dxp 1
wlk+L,j+1 k+1 At Tylj+3 z|k+3 i+ ktdg+li+d
2 TR 1+ > 0r|i+% 2
n+l At n
+At0y|]+1azlk,+1D uk+2 gL+l + (1 5 Talitd ) Waler L 4L itd |
1 1
n+1 . ""
Yyt L+l kel = 1+ &ty [At( Oyli+t T syl + Opjiyl )Dxpk‘+2,]+ jitd
2 Vxlits <A722)
+At%\j+%azlk+%DI“k+§,j+ it T <1 79 Oulity ) Yylk+d g+ Lt ]
1
n+1 _ At +2
, = v +o,,. 140 D
Ak+3g+5k+s 1 4 Aty ) [ (Oylsd + Tapprd + Tapir ) Pl rditd
2 $|l+§
+1 At n
+At0'y|‘7+10'2‘k,+1D Uk+2’]+ l+é+(1 2 UzliJr% w2|k‘+%7j+%,i+% ,

com as médias dos coeficientes de atenuagao

0_:(;|7L+%

1
= §(Ux|i + Oajit1),

1
Oylj+i = §(Jy\i + oylj+1), Tkt = §(Uz\k + O2jkt1),

e os operadores de gradiente aplicados as médias espaciais e temporais do campo de

pressao
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n+% o n n n n
Dxpk+%7j+%7i+% = 3AL [(pk:,j-i-l,i T P11 T Phtijiit1 T pk,j+1,z‘+1)

T n n n
—(Prji + Phs1gi T Prhstjivt + Prjivt)
n—+1 n+1 n+1 n+1
+(pk,]+1 i T Pk1j+1, T Prda jrtitr T pk‘,j—l—l,i—i—l)
7 n n n
_(pk,j,i + Prt1,j + Prt1,54+1 + pk,j,i+1)
n—&-% ]-

n n n n

WPrilivlitt = 3AR [(pk,j,iJrl + Pttt T Prjrtiet T Phtjrtivn)
n n n n
_<pk,j,i + Pkt1ji T Prj1: + pk+1,j+1,i)
n—+1 n+1 n+1 n+1

(DR jir1 T P gien T Phjrricn T Phjiricn)

T n n n
—(Prji T Prsrji T Prjarri T Phyiirni) |

”"'% o 1 n n n n
Prrljrliv = 3AR (Pt T Phjst T Pratjetict T Pratjin)

D
7 3 (0 n

—(pk,j,z‘ +pk,j+1,i +pk,j+1,i+1 +pk,j,z’+1)
n+1 n+1 n+1 n+1

+(pk+1,3 i TPkt 41 T Peirjri T pk+1,j,i+1)

T n n "
—(Prji T Prjeri T Phjiiiv: T Prjivt)

n+j n+3 n+3
O calculo de operadores de gradiente espacial D u Dy, 3 eD.,u, i
P & P ktggtgity’ Y kbgtgity 7 ktgitgiity
é anédlogo. O campo de onda escalar auxiliar é atuahzado por
3 A "3 A-23
Upji = BPrji + U - (A-23)

Dentro do dominio principal, a atualizacao inteira do campo de onda simplifica para

uma equagao de segunda ordem:

2
! (At)*
pz:}_l = UPVC,] ( (Ah) (pk,] i—1 + pk:,] i+1 + pk,] 1,3 + pk,j—l—l ) + pk 1,5,1 + pk+1,] ) 627713,]',1')
1
+2p1k1:,j,z pZ]z
Txlk,j,i(pz,j,iﬂ - pz,j,z‘q) + rylk,j,i(pz,j+1,i - pz,jfl,i) + Tzlk,j,i<p2+1,j,z' - pkfl,j,i)
2Ah

(A-24)



B- METODOS DE OTIMIZACAO

Os métodos de otimizacao do gradiente conjugado, Newton e quasi-Newton sao méto-
dos do tipo linha, neste anexo eles sao apresentados segundo a nomeclatura de Nocedal
and Wright (2006).

Os métodos de otimizagao do tipo linha calculam em cada iteragao uma diregao de
busca py e, em seguida, decide até que ponto se movera ao longo dessa dire¢ao. A iteracao

é dada por

Tpy1 = T + QgPk, (B-1)

onde o escalar positivo a; é chamado de comprimento de passo. O sucesso de um
método de busca de linha depende das escolhas efetivas da direcao pi e do comprimento
do passo ay. A maioria dos algoritmos de busca de linha requer que v, seja uma direcao
de descida, no qual p! V f; < 0, porque essa propriedade garante que f seja reduzido ao

longo dessa direcao. A direcao de busca é dada:
pe = =B, 'V, (B-2)

onde By é uma matriz simétrica e nao-singular. No método de descida mais ingreme,
By ¢ simplesmente a matriz de identidade I, enquanto no método de Newton, By ¢ a
Hessiana exata V2 f (). Nos métodos quasi-Newton, By, ¢ uma aproximagao da Hessiana.

Quando py é definido por (B-2) e By, é positivo definido, temos

pr ==V By Vi <0, (B-3)

e portanto, pr ¢ uma direcao de descida. Para escolher a; para dar uma redugao
substancial de f sem gastar muito tempo fazendo a escolha. A escolha ideal seria o

minimizador global da fungao univariada ¢(-) definida por

o(a) = f(zr + apy), a > 0. (B4)

O comprimento do passo deve satisfazer as condi¢oes de “wolf”. A primeira condigao,
também chamada de condicao de diminuicao suficiente, requer que o desajuste para um
comprimento de passo escolhido seja diminuido pelo menos linearmente com o compri-
mento do passo. Considerando uma fungao genérica f(x) para representar a fungao objeto,
x 0 modelo atual, cg 0 comprimento do passo e dx a atualizacao do modelo desejado, de

modo que a primeira condic¢ao “wolf”’seja satisfeita (Nocedal and Wright, 2006)

flae +apy) < flaw) + aaV flpr. (B-5)

26
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Na prética, ¢; ¢ escolhido para ser bem pequeno, por exemplo, ¢; = 1077, A condicao
de diminuigao suficiente nao é capaz por si s6 de garantir que o algoritmo faga um progresso
razoavel, porque ele é satisfeito para todos os valores suficientemente pequenos de . Para
descartar passos inaceitavelmente curtos, é necessario um segundo requisito, chamado de
condicao de curvatura.

A condicao de curvatura requer que a inclinacao da funcao desajuste seja maior que
a inclinagao inicial. Isso garante que o proximo desajuste minimo seja alcancado com

rapidez suficiente. O segundo critério é definido como (Nocedal and Wright, 2006)

Vf(zg + canpr) pr > oV il pe (B-6)

para alguma constante ¢ € (¢, 1), onde ¢; é a constante da condi¢ao de diminuigao
suficiente (B-5). Para verificar esta condicdo, é calculado o gradiente de todos os tiros
contidos nos dados para o modelo atualizado. Entao, a verificagao desta condicao é muito
cara em termos de tempo computacional. Para economizar tempo, é possivel escolher o

comprimento do passo da iteracao anterior o qual satisfaz a condicao de “wolf”.

B-0.1 convergéncia dos métodos de pesquisa de linha

Para obter uma convergéncia global, deve-se nao apenas ter comprimentos de passos
bem escolhidos, mas também dire¢oes de busca pr bem escolhidas. Essa escolha deve
satisfazer a relagao entre o angulo 0y, pr e a direcao de descida mais ingreme —V f,

definida por

-V ;? Uk
costy = ———r—. (B-7)
IV fic x|
A partir da Condigao de Zoutendijk, definida pela inequagao:
D cos’O,]|V fil” < o0, (B-8)
k
que implica na relagao:
cos*Ox ||V fil *(IV7 fil[* — 0. (B-9)

Este limite pode ser usado, por sua vez, para obter resultados de convergéncia global
para algoritmos de busca de linha. Se o método para escolher a direcao de pesquisa vy na
iteracao B-1 garantir que o angulo 6, definido por B-7 é limitado a partir de 90, existe

uma constante positiva ¢ tal que

cost, > 0 > 0, Para todo k. (B-10)
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A partir de (B-9):

Jim [V fif =0 (B-11)

O que significa que as normas do gradiente ||V fi|| convergem para zero, desde que
as diregoes de busca nunca estejam muito proximas da ortogonalidade com o gradiente.
Em particular, o método de descida mais ingreme, para o qual a direcao de busca v, faz
um angulo de zero graus com o gradiente negativo, produz uma seqiiéncia de gradientes
que convergem para zero, desde que use uma busca de linha satisfazendo as condi¢oes de
Wolfe.

Assim, os métodos de Newton e quase-Newton sao globalmente convergentes se as
matrizes Bk tiverem um nitimero de condicao limitado e forem definidas positivas, o que
¢ necessario para garantir que v seja uma direcao de descida, e se 0os comprimentos de
etapas passos satisfizerem as condigoes de Wolfe.

Para alguns algoritmos, como métodos de gradiente conjugado, nao pode-se provar o
limite (B-12):

lim inf||V fx]| = 0. (B-12)
k—ro0

Significa que apenas uma subsequéncia das normas de gradiente ||V fi|| converge para

zero, ao invés de toda a sequéncia.

B-1 METODO DO GRADIENTE CONJUGADO

O método do gradiente conjugado linear é um método iterativo para a resolucao de
sistemas lineares com matrizes de coeficientes positivos definidos. E uma alternativa a
eliminacao gaussiana que é muito adequada para resolver grandes problemas. O desem-
penho do método do gradiente conjugado linear esta ligado a distribuicao dos autovalores
da matriz dos coeficientes. Ao transformar, ou pré-condicionar, o sistema linear, podemos
tornar essa distribuicao mais favoravel e melhorar a convergéncia do método de forma
significativa. O pré-condicionamento desempenha um papel crucial no desenho de estra-
tégias praticas de gradiente conjugado. Trata-se de um método iterativo para resolver um

sistema linear de equagoes
Ax =b (B-13)

Onde A é uma matriz n xn simétrica e positiva. O problema (B-13) pode ser declarado
de forma equivalente ao problema de minimizacao:
L r T
() = 3% Az —b'x (B-14)
O dois problemas nas Equagoes (B-13) e (B-14) possuem a mesma solugao tnica. Essa

equivaléncia permite interpretar o método do gradiente conjugado como um algoritmo
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para resolver sistemas lineares ou minimizar fungoes quadraticas convexas. Nota-se que

o gradiente de ¢ é igual ao residudal do sistema linear

Vo(x) = Ax —b=r(x) (B-15)

Uma das propriedades notaveis do método do gradiente conjugado ¢ sua capacidade
de gerar, de maneira muito econémica, um conjunto de vetores com uma propriedade
conhecida como conjugacao. Um conjunto de vetores diferentes de zero vy, vy, .., v; € dito

ser conjugado em relagao a matriz A definida positiva se

pl Av; =0, para  todo i # 7. (B-16)

A importancia da conjugagao estd no fato de que podemos minimizar ¢(z) em n
passos, minimizando-o sucessivamente ao longo das dire¢oes individuais em um conjunto
de conjugados. Para Verificar esta alegacao, consideramos o seguinte método de diregao
conjugada. Dado um ponto de partida zy pertencente aos reiais e um conjunto de direcoes

conjugadas pg, p1, .-, Pn1,

vamos gerar a sequéncia z, definida:
Thi1 = Tk + QkPr, (B-17)

onde onde a4, é o minimizador unidimensional da fungao quadratica ¢(z) ao longo de

T + oy, dado explicitamente por

T
"' Pk
o = — B-18
F pzAUk ( )
A partir das equagoes (B-15) e (B-17) obtemos:
Thy1 = Tk + QpApy (B-19)

B-1.1 Propriedades do método do gradiente conjugado

O método do gradiente conjugado é um método de dire¢ao conjugada com uma propri-
edade muito especial: Ao gerar seu conjunto de vetores conjugados, ele pode calcular um
novo vetor v, usando somente o vetor anterior pg;. Nao precisa saber todos os elementos
anteriores vy, v1, .., Ve do conjunto conjugado; v, é automaticamente conjugado a esses
vetores. Esta propriedade notével implica que o método requer pouco armazenamento e
computacao.

Agora, para os detalhes do método de gradiente conjugado. Cada diregao vy é escolhida
para ser uma combinagdo linear da diregdo de descida mais ingreme Vo(zg) (que ¢ o

mesmo que o residual negativo 7, por (B-15)) e a dire¢do anterior vg. Nos escrevemos
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Pk = =Tk + BrPr—1, (B-20)

onde B deve ser determinado pela exigéncia de pp_; e pr devem ser conjugados com
relagdo a A. Pré-multiplicando (B-20) por pi_; e impondo a condigao de py_1Apy = 0,
achamos
TI{Apk—l

Br =

Faz sentido intuitivo escolher a primeira direcao de busca p, para ser a direcao de
descida mais ingreme no ponto inicial z5. Como no método geral da direcao do conjugado,
realizamos minimizac¢oes unidimensionais sucessivas ao longo de cada uma das direcoes

de busca.

B-1.2 Precondicionamento

O precondicionamento tem por objetivo acelerar o método do gradiente conjugado
através da transformacao da varidvel x em & utilizando uma matriz nao singular C, ou

seja,

z=Cx (B-22)

O quadratico ¢ definido na Equagao (B-14) é transformado em

b= %@T(cTAcl);z- —(CTHTs (B-23)

A minimizacao da Equagao (B-23) é realizada através de um algoritmo encontrado em
Nocedal and Wright (2006) que nao utiliza C expliciamente, mas sim a matriz M = CTC,
que é simétrica e positiva. Em termos de esfor¢co computacional, a principal diferenca
entre os métodos de CG pré-condicionados e nao-condicionados é a necessidade de resolver

sistemas da forma My = r.

B2 METODOS DE NEWTON

Vamos agora considerar a iteragao de Newton onde a direcao de busca é dada por

vy = =V 'V i (B-24)

Sabendo que para todo z na vizinhanca de um ponto de solugao z* tal que V2 f(z*) é
positivo definido, a Hessiana V?f;, também serd positiva e definida. O método de Newton
serd bem definido nesta regiao e convergiréd quadraticamente, desde que os comprimentos

de passos oy, sejam sempre 1.
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O passo bésico de Newton v} & obtido resolvendo o sistema linear N x N simétrico

V2 f(@r)vy = =V f(x). (B-25)

Para obter convergéncia global, ¢ necessario que a diregdo de busca vi' seja uma
direcao de descida, o que serd verdade se a Hessiana V2 f(x;,) for positiva e definida. Se
a Hessiana nao obdecer essas caracteristicas, ou estiver perto de ser singular, U]iv pode ser

uma dire¢ao de subida ou pode ser excessivamente longo.

B-3 METODOS QUASI-NEWTON

As direcoes de busca Quasi-Newton fornecem uma alternativa atraente na medida em
que nao exigem o calculo explicito da Hessiana e ainda assim atingem uma taxa superlinear
de convergéncia. No lugar da Hessiana verdadeira V2 fy, é utilizada uma aproximacao By,
que é atualizada apds cada passo para levar em consideracao o conhecimento adicional
obtido durante o passo. As atualizacoes fazem uso do fato de que mudancas no gradiente g
fornecem informagoes sobre a segunda derivada de f ao longo da direcao de busca. Assim,

a direcao da busca tenha a forma:

pe = =B 'V i, (B-26)

onde a matriz simétrica e positiva definida By ¢é atualizada a cada iteragao. Conside-
rando f a funcao objeto, os métodos quasi-Newton axigem apenas o gradiente da funcao
objeto fornecido em cada iteracao. Ao medir as mudancas nos gradientes, eles constroem
um modelo da fung¢ao objeto que é bom o suficiente para produzir a convergéncia. Como
as derivadas secundarias nao sao necessarias, os métodos quasi-Newton sao algumas vezes

mais eficientes do que o método de Newton.

B-3.1 Método BFGS

Considerando o modelo quadratico da funcao objetivo na iteracao atual xy:

1
mi(p) = fi + Vfi{p+ 50" Bep. (B-27)

Aqui By é uma matriz definida positiva simétrica N x N que sera revisada ou atualizada
a cada iteragao. Note que o valor e o gradiente deste modelo em py correspondem f e

V fi, respectivamente. O minimizador p, deste modelo quadratico convexo, na forma

pr = —B; 'V /i, (B-28)

¢ usado como direcao de procura, e a nova iretagao é
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Tyl = T + UL, (B*29)

onde o comprimento de passo ¢é escolhido satisfazendo a condi¢cao de Wolf. Esta itera-
¢ao é bastante semelhante ao método Newton de pesquisa de linha; a principal diferenca
¢ que o Hessiana aproximada By ¢ usado no lugar da verdadeira Hessiana. Em vez de
calcular B, novamente a cada iteracao,é proposto atualizd-lo de uma maneira simples
para explicar a curvatura medida durante a etapa mais recente. Suponha a nova iteragao

Try1 € deseja-se construir um novo modelo quadratico, da forma

1
mi1(p) = fir1 + Viap+ §pTBk+1p- (B-30)
Impondo a condigao:
Vmy 1 (—oupr) = V foy1 — Briipe = Vfi. (B-31)

Ao rearranjar, obtemos:

Biriowpr = V fig1 — Vi (B-32)

Para simplificar a notacao, defini-se os vetores:

Sk = Xp41 — Xk, Yi = Vfir1 — Vi, (B-33)

tornando a Equacao (B-32):

Bk+18k = Yk. (B—34)

Dado o deslocamento s; e a mudanga de gradientes vy, a Equagao (B-34) requer que
a matriz definida positiva simétrica By, mapeie s, em yi. Isso s6 serd possivel se s; e

Y, satisfizerem a condi¢ao de curvatura

siyr > 0. (B-35)

Para determinar By, unicamente, entao, utiliza-se a condigao adicional de que entre
todas as matrizes simétricas que satisfazem a equacao (B-34), Bry1 é o mais proximo da

matriz atual B;. Em outras palavras, trata-se do problema:

min || B — By ||
. (B-36)
sujeito a B=B", Bs, =y
onde s, e y; satisfazem a condi¢ao de curvatira e B é simétrica e positiva definida.

Muitas normas matriciais podem ser usadas em (B-36), e cada norma da origem a um
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método quase-Newton diferente. A atualizacao do BFGS pode ser obtida impondo con-
digoes ao inverso de By, ou seja, Hy. A aproximacgao atualizada Hj,; deve ser simétrica

definida positiva, e deve satisfazer a equagao (B—34), agora escrita como
Hy1yr = s (B-37)

Aplicando a condic¢ao anéloga a (B-36):

man || H — Hy, ||
(B-38)
sujeito a H=HT, Hsy = yr
A solugao tunica Hy; para (B-38) é dada por:
Hip = (Idkskyg)HkudkykSz) + dmsiﬁ (B-39)
onde
dy = ! (B—40)
* fl/kTSk.

A versao do método BFGS que trabalha com a aproximacgao da Hessiana B, ao invés
de H;, é dada:

BisksiBr  yryl

B =B — (B-41)

T T
s Bk Yk Sk

B-3.2 Meétodo L-BFGS

Os métodos quasi-Newton de memoéria limitada sao tteis para resolver grandes pro-
blemas cujas matrizes da Hessiana nao podem ser calculadas a um custo razoavel ou sao
muito densas para serem facilmente manipuladas. Esses métodos mantém aproximacoes
simples e compactas de matrizes Hessianas: em vez de armazenar aproximagoes totalmente
densas N x N, elas salvam apenas alguns vetores de comprimento N que representam
as aproximacoes implicitamente. Apesar desses requisitos modestos de armazenamento,
eles geralmente produzem uma taxa de convergéncia aceitavel. A idéia principal deste
método é usar informagoes de curvatura somente das iteragoes mais recentes para cons-
truir a aproximagao da Hessiana. A informacgao de curvatura de iteragoes anteriores, que
é menos provavel de ser relevante para o comportamento real da Hessiana na iteracao
atual, é descartada no interesse de economizar armazenamento. Para explicar o método

L-BFGS, consideramos inicialmente o método BFGS com cada passo na forma

Tyl = T — Ozkaka, k’ = 0, 1, 2, cey (B742)
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onde ay ¢ o comprimento do passo, e H; é atualizado a cada iteracao por meio da

formula
Hy. = V' Hy Vi + disisy, (B-43)
onde
1 T
dy, = ——, Vi =1 — dxyxsy, (B-44)
Y. Sk
e
Sg = Tg41 — Tk Yr = Vfrr1 — Vi (3*45)

Dizemos que a matriz Hy ., é obtida atualizando H; usando o par s, yx.

A aproximacao Hessiana inversa geralmente serd densa, de modo que o custo de
armazena-la e manipulé-la é limitado quando o nimero de varidveis for grande. Para
contornar este problema, uma versao modificada de Hj; é armazenada implicitamente,
armazenando um certo nimero (digamos m) dos pares de vetores s i, y i que s@o usados
nas formulas (B-43) e (B—45). O produto H;V fi pode ser obtido através da execucao de
uma sequéncia de produtos internos e de somatorios de vetores envolvendo V f;. e os pares
s;, yi- Depois que a nova iteragao é calculada, o par vetorial mais antigo no conjunto de
pares s;,y; ¢ deletado e substituido pelo novo par s,y obtido da etapa atual (B-45).
Dessa forma, o conjunto de pares de vetores inclui informagoes de curvatura das mais

recentes iteragoes.



